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A sequence of approximating operators is constructed in the present article with the help of Boas-Buck-
type polynomials (BB-polynomials). We called this constructed operator as Jakimovski-Leviatan-Păltănea
operators (JLP-operators) involving BB-polynomials. We establish some approximation properties of
approximating operators converging towards the function to be approximated. We investigate versatile
Korovkin-type property and also demonstrate the rate of convergence. Moreover, some approximation
results are given in the weighted spaces. Furthermore, a Voronoskaja type theorem is also proved as well
as approximation result when functions belong to the Lipschitzian class.
� 2020 The Author(s). Published by Elsevier B.V. on behalf of King Saud University. This is an open access

article under the CC BY license (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).
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1. Introduction and preliminaries

In the theory of approximation, our main task is to provide the
arithmetic representation of non-arithmetic quantities or func-
tions which are difficult to handle to simple functions. Korovkin
(Korovkin, 1953) found out the simplest criterion for positive
approximation processes at the beginning of the second half of
the last century. This concept has affected to a great extent not
only traditional approximation theory but also diverse section of
mathematics, e.g. orthogonal polynomials, several types of differ-
ential equations, in particular partial differential equations, wave-
let and harmonic analysis etc. Szász operator (Szász, YYYY) was
modified by Mazhar and Totik (1985) as
Fm f ;uð Þ ¼ me�mu
X1
i¼0

muð Þi
i!

1

0
e�mm mmð Þi

i!
f mð Þdm; ð1Þ

for the exponential type function f. A new type of operators with the
help of Appell polynomials were constructed by Büyükyazıcı et al.
(2014) as follows:

Jm f ;uð Þ ¼ e�mu

g 1ð Þ
X1
i¼0

pi muð Þf i
m

� �
; ð2Þ

where Appell polynomials are denoted by pk in the above equation
and generating functions for this are outlined by

g uð Þeu�x ¼
X1
k¼0

pk �xð Þuk; ð3Þ

where g �yð Þ ¼P1
k¼0ak�yk a0 – 0ð Þ is an analytic function in the disk

jzj < R
�
; provided R

�
> 1 and suppose that g 1ð Þ– 0.

Some remarkable results analogous to Szász (YYYY) were
obtained by them and if we take g mð Þ ¼ 1, by using above generat-
ing functions, we get Szász operators (Szász, YYYY). Based on a

parameter q
�
> 0; Păltănea (2008) generalized the Phillips opera-

tors (Phillips, 1954) which provides the connection with Szász
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operators as �q! 1. Verma and Gupta (2015) modified the opera-
tor given in Eq. (2) as follows:

J�m;�q f ; uð Þ ¼
X1
i¼1

Lm;i uð Þ
Z 1

0
Q �q

m;i mð Þf mð Þdmþ Lm;0 uð Þf 0ð Þ; ð4Þ

where Lm;i uð Þ ¼ e�mu

g 1ð Þ pi muð Þ and Q �q
m;i mð Þ ¼ m�q

C i�qð Þ e
�m�qm m�qmð Þi�q�1. The

approximating operators (4) reduces to the Phillips operators if
we take g zð Þ ¼ 1 and �q ¼ 1.

Ismail (1974) generalized the well-known Szász operators.
Ansari et al. (2019), Mursaleen et al. (2019), Mursaleen et al.
(2018), Mursaleen et al. (2019) also introduced different general-
izations of Szász operators with the concept of Durrmeyer, Pălta
n̆ea and Sheffer operators and sequences. For more literature on
such type generalization of operators and its approximation prop-
erties, one is suggested to refer Alotaibi and Mursaleen (2020),
Ansari et al. (2018), Ansari et al. (2019), Kilicman et al. (2020),
Mohiuddine et al. (2017), Mursaleen et al. (2019), Verma and
Gupta (2015).

Recently, Sucu et al. (2012) constructed linear positive opera-
tors with the assistance of BB-polynomials. BB-polynomials
(Ismail, 2005) have generating functions of the form
ið Þ P1
j¼0

pj n x
�� �

¼ . 1ð Þw n x
�
1 1ð Þ

� �
;

iið Þ P1
j¼0

jpj n x
�� �

¼ n x
�
. 1ð Þw0 n x

�
1 1ð Þ

� �
þ .0 1ð Þw n x

�
1 1ð Þ

� �
;

iiið Þ P1
j¼0

j2pj n x
�� �

¼ n x
�� �2

. 1ð Þw00 n x
�
1 1ð Þ

� �
þ n x

�
. 1ð Þ þ 2.0 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þ½ �w0 n x

�
1 1ð Þ

� �
þ .00 1ð Þ þ .0 1ð Þ½ �w n x

�
1 1ð Þ

� �
;

ivð Þ P1
j¼0

j3pj n x
�� �

¼ n x
�� �3

. 1ð Þw000 n x
�
1 1ð Þ

� �
þ 3 n x

�� �2
. 1ð Þ þ .0 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þ½ �w00 n x

�
1 1ð Þ

� �
þn x

�
. 1ð Þ þ 3. 1ð Þ100 1ð Þ þ . 1ð Þ1000 1ð Þ þ 3.0 1ð Þ100 1ð Þ þ 6.0 1ð Þ þ 3.00 1ð Þ½ �w0 n x

�
1 1ð Þ

� �
þ .0 1ð Þ þ 3.00 1ð Þ þ .000 1ð Þ½ �w n x

�
1 1ð Þ

� �
;

vð Þ P1
j¼0

j4pj n x
�� �

¼ n x
�� �4

. 1ð Þw ivð Þ n x
�
1 1ð Þ

� �
þ 6. 1ð Þ þ 5. 1ð Þ100 1ð Þ þ 4.0 1ð Þ½ � n x

�� �3
w000 n x

�
1 1ð Þ

� �
þ 7. 1ð Þ þ 3. 1ð Þ100 1ð Þ2 þ 18. 1ð Þ100 1ð Þ þ 4. 1ð Þ1000 1ð Þ þ 18.0 1ð Þ þ 12.0 1ð Þ100 1ð Þ þ 6.00 1ð Þ
h i

� n x
�� �2

w00 n x
�
1 1ð Þ

� �
þ . 1ð Þ þ 7. 1ð Þ100 1ð Þ þ 6. 1ð Þ1000 1ð Þ þ . 1ð Þ1 ivð Þ 1ð Þ þ 14.0 1ð Þ�

þ18.0 1ð Þ100 1ð Þ þ 4.0 1ð Þ1000 1ð Þ þ 18.00 1ð Þ þ 6.00 1ð Þ100 1ð Þ þ 4.000 1ð Þ� n x
�� �

w0 n x
�
1 1ð Þ

� �
þ .0 1ð Þ þ 7.00 1ð Þ þ 6.000 1ð Þ þ . ivð Þ 1ð Þ� �

w n x
�
1 1ð Þ

� �
:

. uð Þw �x1 uð Þð Þ ¼
X1
j¼0

pj �xð Þuj; ð5Þ

where .;w and 1 are analytic functions such as
1 uð Þ ¼
X1
i¼1

hiui; h1 – 0 i P 0ð Þ; ð6Þ

and have the explicit relation as follows:

pj �xð Þ ¼
Xj

i¼0

aj�ibi�xi; j ¼ 0;1;2; � � � : ð7Þ

Circumscribe to the BB-polynomials satisfying:

(i) w : R ! 0;1ð Þ,
(ii) . 1ð Þ – 0; 10 1ð Þ ¼ 1; pj �xð Þ P 0; j ¼ 0;1;2; . . .,

(iii) The power series (1.5)–(1.8) converges for juj < ~R provided
~R > 1.

The following sequence of positive linear operators involving
the BB-polynomials was introduced by Sucu et al. (2012)

Bn f ; �xð Þ :¼ 1
. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

X1
j¼0

pj n�xð Þf j
n

� �
ð8Þ

where �x P 0 and n 2 N.
Lemma 1. From (5), we obtain

Proof. One can find the proof of (i)–(iii) in Sucu et al. (2012). Here
we will provide the proof of (iv) and (v).

(iv) Differentiating the generating function (5) thrice with
respect to u, we get
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X1
j¼0

j j� 1ð Þ j� 2ð Þpj n�xð Þuj�3

¼ n�xð Þ2 n�x. uð Þ 10 uð Þð Þ3w000 n�x1 uð Þð Þ þ .0 uð Þ 10 uð Þð Þ2 þ 2. uð Þ10 uð Þ100 uð Þ
� �

w00 n�x1 uð Þð Þ
n o

þn�x n�x. uð Þ10 uð Þ100 uð Þw00 n�x1 uð Þð Þ þ n�x.0 uð Þ 10 uð Þð Þ2w00 n�x1 uð Þð Þ
n

þ 2.0 uð Þ100 uð Þ þ . uð Þ1000 uð Þ þ .00 uð Þ10 uð Þð Þw0 n�x1 uð Þð Þ
þn�x.0 uð Þ 10 uð Þð Þ2w00 n�x1 uð Þð Þ þ .00 uð Þ10 uð Þ þ .0 uð Þ100 uð Þð Þw0 n�x1 uð Þð Þ
þ.000 uð Þw n�x1 uð Þð Þ þ n�x.00 uð Þ10 uð Þw0 n�x1 uð Þð Þg:

ð9Þ

Put u ¼ 1 in the above equation and then using 10 1ð Þ ¼ 1, Lemma 1
(ii)–(iii), finally we get

X1
j¼0

j3pj n�xð Þ

¼ n�xð Þ3. 1ð Þw000 n�x1 1ð Þð Þ þ n�xð Þ2 .0 1ð Þ þ 2. 1ð Þ100 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þ þ 2.0 1ð Þf gw00 n�x1 1ð Þð Þ
þn�x 3.0 1ð Þ100 1ð Þ þ 3.00 1ð Þ þ . 1ð Þ1000 1ð Þf gw0 n�x1 1ð Þð Þ þ .000 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ
þ3 n�xð Þ2. 1ð Þw00 n�x1 1ð Þð Þ þ n�x . 1ð Þ þ 2.0 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þð Þw0 n�x1 1ð Þð Þ
n

þ .00 1ð Þ þ .0 1ð Þð Þw n�x1 1ð Þð Þg � 2 n�x. 1ð Þw0 n�x1 1ð Þð Þ þ .0 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þf g
¼ n�xð Þ3. 1ð Þw000 n�x1 1ð Þð Þ þ 3 . 1ð Þ þ .0 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þf g n�xð Þ2w00 n�x1 1ð Þð Þ

þ . 1ð Þ þ 3. 1ð Þ100 1ð Þ þ . 1ð Þ1000 1ð Þ þ 3.0 1ð Þ100 1ð Þ þ 6.0 1ð Þ þ 3.00 1ð Þf gn�xw0 n�x1 1ð Þð Þ
þ .0 1ð Þ þ 3.00 1ð Þ þ .000 1ð Þf gw n�x1 1ð Þð Þ

(v) Now writing a simplified form of Eq.(9), we have

X1
j¼0

j j� 1ð Þ j� 2ð Þpj n�xð Þuj�3

¼ n�xð Þ3. uð Þ 10 uð Þð Þ3w000 n�x1 uð Þð Þ
þ n�xð Þ2 3.0 uð Þ 10 uð Þð Þ2 þ 3. uð Þ10 uð Þ100 uð Þ

n o
w00 n�x1 uð Þð Þ

þn�x 3.0 uð Þ100 uð Þ þ 3.00 uð Þ10 uð Þ þ . uð Þ1000 uð Þf gw0 n�x1 uð Þð Þ þ .000 uð Þw n�x1 uð Þð Þ:

Differentiating the above equation with respect to u, and then using
10 1ð Þ ¼ 1, we have

X1
j¼0

j j�1ð Þ j�2ð Þ j�3ð Þpj n�xð Þ

¼ n�xð Þ4. 1ð Þw ivð Þ n�x1 1ð Þð Þþ n�xð Þ3 6. 1ð Þ100 1ð Þþ4.0 1ð Þf gw000 n�x1 1ð Þð Þ
þ n�xð Þ2 12.0 1ð Þ100 1ð Þþ6.00 1ð Þþ4. 1ð Þ1000 1ð Þþ3. 1ð Þ 100 1ð Þð Þ2

n o
w00 n�x1 1ð Þð Þ

þn�x 4.000 1ð Þþ4.0 1ð Þ1000 1ð Þþ6.00 1ð Þ100 1ð Þþ. 1ð Þ1 ivð Þ 1ð Þ� 	
w0 n�x1 1ð Þð Þþ. ivð Þ 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ:

Now using Lemma 1 (ii)–(iv), finally we have

X1
j¼0

j4pj n�xð Þ

¼ n�xð Þ4. 1ð Þw ivð Þ n�x1 1ð Þð Þþ n�xð Þ3 6. 1ð Þ100 1ð Þþ4.0 1ð Þf gw000 n�x1 1ð Þð Þ
þ n�xð Þ2 12.0 1ð Þ100 1ð Þþ6.00 1ð Þþ4. 1ð Þ1000 1ð Þþ3. 1ð Þ 100 1ð Þð Þ2

n o
w00 n�x1 1ð Þð Þ

þn�x 4.000 1ð Þþ4.0 1ð Þ1000 1ð Þþ6.00 1ð Þ100 1ð Þþ. 1ð Þ1 ivð Þ 1ð Þ� 	
w0 n�x1 1ð Þð Þþ. ivð Þ 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ6 n�xð Þ3. 1ð Þw000 n�x1 1ð Þð Þþ3 n�xð Þ2 . 1ð Þþ.0 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þf gw00 n�x1 1ð Þð Þ
h

þn�x . 1ð Þþ3. 1ð Þ100 1ð Þþ. 1ð Þ1000 1ð Þþ3.0 1ð Þ100 1ð Þþ6.0 1ð Þþ3.00 1ð Þf gw0 n�x1 1ð Þð Þ
þ .0 1ð Þþ3.00 1ð Þþ.000 1ð Þf gw n�x1 1ð Þð Þ�
�11 n�xð Þ2. 1ð Þw00 n�x1 1ð Þð Þþn�x . 1ð Þþ2.0 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þf gw0 n�x1 1ð Þð Þ

h
þ .00 1ð Þþ.0 1ð Þf gw n�x1 1ð Þð Þ�
þ6 n�x. 1ð Þw0 n�x1 1ð Þð Þþ.0 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ½ �

¼ n�xð Þ4. 1ð Þw ivð Þ n�x1 1ð Þð Þþ 6. 1ð Þþ5. 1ð Þ100 1ð Þþ4.0 1ð Þ½ � n�xð Þ3w000 n�x1 1ð Þð Þ
þ 7. 1ð Þþ3. 1ð Þ100 1ð Þ2þ18. 1ð Þ100 1ð Þþ4. 1ð Þ1000 1ð Þþ18.0 1ð Þþ12.0 1ð Þ100 1ð Þþ6.00 1ð Þ
h i

� n�xð Þ2w00 n�x1 1ð Þð Þþ . 1ð Þþ7. 1ð Þ100 1ð Þþ6. 1ð Þ1000 1ð Þþ. 1ð Þ1 ivð Þ 1ð Þþ14.0 1ð Þ�
þ18.0 1ð Þ100 1ð Þþ4.0 1ð Þ1000 1ð Þþ18.00 1ð Þþ6.00 1ð Þ100 1ð Þþ4.000 1ð Þ� n�xð Þw0 n�x1 1ð Þð Þ
þ .0 1ð Þþ7.00 1ð Þþ6.000 1ð Þþ. ivð Þ 1ð Þ� �

w n�x1 1ð Þð Þ:
2. Construction of operators and auxiliary results

Considering the revised form of Sucu et al. (2012) positive linear
operators involving the BB-polynomials, we construct the JLP-
operators including BB-polynomials as

B�
n;�q f ; �xð Þ ¼

X1
j¼1

Ln;j �xð Þ
Z 1

0
Q �q

n;j tð Þf tð Þdt þ Ln;0 �xð Þf 0ð Þ; ð10Þ
where Ln;j �xð Þ ¼ pj n�xð Þ
. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ and Q �q

n;j tð Þ ¼ n�q
C j�qð Þ e

�n�qt n�qtð Þj�q�1
:

Remark 1. Let M be the space of polynomials. For g 2 M, we have

lim
�q!1

B�
n;�q g; �xð Þ ¼ Bn g; �xð Þ; ð11Þ

for all �x 2 0;1½ Þ.
For r 2 N0, we haveR1

0 Q �q
n;j tð Þtrdt ¼ R1

0
n�q

C j�qð Þ e
�n�qt n�qtð Þj�q�1trdt

¼ C j�qþrð Þ
n�qð ÞrC j�qð Þ ;

where

lim
�q!1

C j�qþ rð Þ
n�qð ÞrC j�qð Þ ¼

j
n

� �r

: ð12Þ

Here, we will give some auxiliary definitions as well as neces-
sary lemmas followed by our main result. We will assume through-
out the paper that the sequence of operators B�

n;�q are positive and
also we consider

lim
z!1

w kð Þ zð Þ
w zð Þ ¼ 1 for k 2 1;2;3; . . . ; rf g: ð13Þ

w zð Þ ¼ ez is such an example satisfying relation (13).

Lemma 2. B�
n;�q satisfy the following equalities

ið Þ B�
n;�q 1; �xð Þ ¼ 1;

iið Þ B�
n;�q t; �xð Þ ¼ w0 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ
n. 1ð Þ ;

iiið Þ B�
n;�q t2; �x

 � ¼ w00 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �x
2 þ 2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þ

. 1ð Þ þ 1
�q

� �
�xw0 n�x1 1ð Þð Þ
nw n�x1 1ð Þð Þ

þ 1þ�qð Þ.0 1ð Þþ�q.00 1ð Þ
n2 �q. 1ð Þ ;

ivð Þ B�
n;�q t3; �x

 � ¼ w000 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �x
3 þ 3 . 1ð Þ þ �q . 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þ þ .0 1ð Þð Þ½ � �x2w00 n�x1 1ð Þð Þ

n�q. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ . 1ð Þ þ 3. 1ð Þ100 1ð Þ þ . 1ð Þ1000 1ð Þ þ 6.0 1ð Þ þ 3.0 1ð Þ100 1ð Þ þ 3.00 1ð Þ½ ��q2



þ3 . 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þ þ 2.0 1ð Þ½ ��qþ 2. 1ð ÞÞ �xw0 n�x1 1ð Þð Þ
n2 �q2. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ .0 1ð Þ þ 3.00 1ð Þ þ .000 1ð Þ½ ��q2 þ 3 .0 1ð Þ þ .00 1ð Þ½ ��qþ 2.0 1ð Þ
 �
1

n3 �q2. 1ð Þ ;

vð Þ B�
n;�q t4; �x

 � ¼ wiv n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �x
4 þ �q 6þ 5100 1ð Þð Þ þ 6ð Þ. 1ð Þ þ 4�q.0 1ð Þ½ � �x3w000 n�x1 1ð Þð Þ

n�q. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ �q2 7þ 3100 1ð Þ2 þ 18100 1ð Þ þ 41000 1ð Þ
� �

þ 18�q 1þ 100 1ð Þð Þ þ 11
h i

. 1ð Þ
n

þ6�q �q 3þ 2100 1ð Þð Þ þ 3½ �.0 1ð Þ þ 6.00 1ð Þg �x2w00 n�x1 1ð Þð Þ
n2 �q2. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ �q3 1þ 7100 1ð Þ þ 61000 1ð Þ þ 1iv 1ð Þ
 ���
þ6�q2 1þ 3100 1ð Þ þ 1000 1ð Þð Þ þ 11�q 1þ 100 1ð Þð Þ þ 6

�
. 1ð Þ

þ 2�q3 7þ 9100 1ð Þ þ 21000 1ð Þð Þ þ 18�q2 2�qþ 100 1ð Þð Þ þ 22�q
� �

.0 1ð Þ
þ6�q2 �q 3þ 100 1ð Þð Þ þ 3ð Þ.00 1ð Þ þ 4�q3.000 1ð Þ	 �xw0 n�x1 1ð Þð Þ

n3 �q3. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ �q2 �qþ 6ð Þ þ 11�qþ 6
� �

.0 1ð Þ þ �q2 7�qþ 18ð Þ þ 11�q
� �

.00 1ð Þ�
þ6�q2 �qþ 1ð Þ.000 1ð Þ þ �q3.iv 1ð Þ	 1

n4 �q3. 1ð Þ :
Proof. We can obtain ið Þ easily by the fact thatP1
j¼0Ln;j �xð Þ R1

0 Q �q
n;j

�xð Þdt ¼ 1. Next, by using, Lemma (1) and operator
(10), we have

iið Þ B�
n;�q t; �xð Þ ¼

X1
j¼1

Ln;j �xð Þ R1
0 Q �q

n;j tð Þtdt þ Ln;0 �xð Þf 0ð Þ;

¼
X1
j¼1

Ln;j �xð Þ C j�qþ1ð Þ
n�qC j�qð Þ

¼ 1
n. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

X1
j¼0

jPj n�xð Þ

¼ w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ

n. 1ð Þ :

Now, we will compute iiið Þ,
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iiið Þ B�
n;�q t2; �x

 � ¼

X1
j¼1

Ln;j �xð Þ R1
0 Q �q

n;j tð Þt2dt þ Ln;0 �xð Þf 0ð Þ;

¼
X1
j¼1

Ln;j �xð Þ C j�qþ2ð Þ
n�qð Þ2C j�qð Þ

¼ 1
n2. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

X1
j¼0

j2Pj n�xð Þ þ 1
�q

X1
j¼0

jPj n�xð Þ
 !

¼ w00 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �x

2 þ 2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þ
. 1ð Þ þ 1

�q

� �
�xw0 n�x1 1ð Þð Þ
nw n�x1 1ð Þð Þ

þ 1þ�qð Þ.0 1ð Þþ�q.00 1ð Þ
n2 �q. 1ð Þ :

On the one hand, we will compute B�
n;�q t3; �x

 �

, we have

ivð Þ B�
n;�q t3;�x

 �

¼
X1
j¼1

Ln;j �xð ÞR1
0 Q �q

n;j tð Þt3dtþLn;0 �xð Þf 0ð Þ;

¼
X1
j¼1

Ln;j �xð Þ C j�qþ3ð Þ
n�qð Þ3C j�qð Þ

¼ 1
n3. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

X1
j¼0

j3Pj n�xð Þþ 3
�q

X1
j¼0

j2Pj n�xð Þþ 2
�q2

X1
j¼0

jPj n�xð Þ
 !

¼ w000 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �x

3þ3 . 1ð Þþ �q . 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þþ.0 1ð Þð Þ½ � �x2w00 n�x1 1ð Þð Þ
n�q. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ . 1ð Þþ3. 1ð Þ100 1ð Þþ. 1ð Þ1000 1ð Þþ6.0 1ð Þþ3.0 1ð Þ100 1ð Þþ3.00 1ð Þ½ ��q2



þ3 . 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þþ2.0 1ð Þ½ ��qþ2. 1ð ÞÞ �xw0 n�x1 1ð Þð Þ
n2 �q2. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ .0 1ð Þþ3.00 1ð Þþ.000 1ð Þ½ ��q2þ3 .0 1ð Þþ.00 1ð Þ½ ��qþ2.0 1ð Þ
 �
1

n3 �q2. 1ð Þ :

Using Lemma 1 and operator (10), in the similar way, we have

vð ÞB�
n;�q t4;�x

 �¼ X1

j¼1

Ln;j �xð ÞR1
0 Q �q

n;j tð Þt4dtþLn;0 �xð Þf 0ð Þ

¼
X1
j¼1

Ln;j �xð Þ C j�qþ4ð Þ
n�qð Þ4C j�qð Þ

¼ 1
n4. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

X1
j¼0

j4Pj n�xð Þþ 6
�q

X1
j¼0

j3Pj n�xð Þ
 

þ11
�q2

X1
j¼0

j2Pj n�xð Þþ 6
�q3

X1
j¼0

jPj n�xð Þ
!

¼ wiv n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �x

4þ �q 6þ5100 1ð Þð Þþ6ð Þ. 1ð Þ½

þ4�q.0 1ð Þ� �x3w000 n�x1 1ð Þð Þ
n�q. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þþ �q2 7þ3100 1ð Þ2þ18100 1ð Þ

�hn
þ41000 1ð ÞÞþ18�q 1þ100 1ð Þð Þþ11�. 1ð Þþ6�q �q 3þ2100 1ð Þð Þ½
þ3�.0 1ð Þþ6.00 1ð Þg �x2w00 n�x1 1ð Þð Þ

n2 �q2. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þþ �q3 1þ7100 1ð Þþ61000 1ð Þð��
þ1iv 1ð Þ�þ6�q2 1þ3100 1ð Þþ1000 1ð Þð Þþ11�q 1þ100 1ð Þð Þþ6

�
. 1ð Þ

þ 2�q3 7þ9100 1ð Þþ21000 1ð Þð Þþ18�q2 2�qþ100 1ð Þð Þþ22�q
� �

.0 1ð Þ
þ6�q2 �q 3þ100 1ð Þð Þþ3ð Þ.00 1ð Þþ4�q3.000 1ð Þ	 �xw0 n�x1 1ð Þð Þ

n3 �q3. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ �q2 �qþ6ð Þþ11�qþ6
� �

.0 1ð Þþ �q2 7�qþ18ð Þþ11�q
� �

.00 1ð Þ�
þ6�q2 �qþ1ð Þ.000 1ð Þþ �q3.iv 1ð Þ	 1

n4 �q3. 1ð Þ :
Lemma 3. We have

B�
n;�q t � �xð Þ; �xð Þ ¼ w0 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ � 1
� �

�xþ .0 1ð Þ
n. 1ð Þ ;

B�
n;�q t � �xð Þ2; �x
� �

¼ w00 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ � 2w0 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ þ 1
� �

�x2

þ 2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þð Þw0 n�x1 1ð Þð Þ
n. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ þ w0 n�x1 1ð Þð Þ

n�qw n�x1 1ð Þð Þ

�
� 2.0 1ð Þ

n. 1ð Þ

�
�xþ .00 1ð Þþ.0 1ð Þ

n2. 1ð Þ þ .0 1ð Þ
n2 �q. 1ð Þ ;
B�
n;�q t � �xð Þ4; �x
� �

¼ wiv n�x1 1ð Þð Þ � 4w000 n�x1 1ð Þð Þ þ 6w00 n�x1 1ð Þð Þ � 4w0 n�x1 1ð Þð Þ
�
þw n�x1 1ð Þð ÞÞ �x4

w n�x1 1ð Þð Þ þ �q 6þ 5100 1ð Þð Þ þ 6ð Þ. 1ð Þ½f
þ4�q.0 1ð Þ�w000 n�x1 1ð Þð Þ � 12 . 1ð Þ þ �q . 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þð½
þ.0 1ð ÞÞ�w00 n�x1 1ð Þð Þ þ 6 2.0 1ð Þ þ . 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þð Þ�q½
þ. 1ð ÞÞw0 n�x1 1ð Þð Þ � 4�q.0 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þg �x3

n�q. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ �q2 7þ 3100 1ð Þ2 þ 18100 1ð Þ þ 41000 1ð Þ
� �

þ 18�q 1þ 100 1ð Þð Þ
h�n

þ11�. 1ð Þ þ 6�q �q 3þ 2100 1ð Þð Þ þ 3½ �.0 1ð Þ þ 6.00 1ð ÞÞw00 n�x1 1ð Þð Þ
�4 . 1ð Þ þ 3. 1ð Þ100 1ð Þ þ . 1ð Þ1000 1ð Þ þ 6.0 1ð Þ þ 3.0 1ð Þ100 1ð Þ½ð
þ3.00 1ð Þ��q2 þ 3 . 1ð Þ þ . 1ð Þ100 1ð Þ þ 2.0 1ð Þ½ ��qþ 2. 1ð Þ�w0 n�x1 1ð Þð Þ
þ6�q .00 1ð Þ þ .0 1ð Þð Þ�qþ .0 1ð Þ½ �w0 n�x1 1ð Þð Þg �x2

n2 �q2. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ

þ �q3 1þ 7100 1ð Þ þ 61000 1ð Þ þ 1iv 1ð Þ
 �þ 6�q2 1þ 3100 1ð Þð�
�
þ1000 1ð ÞÞ þ 11�q 1þ 100 1ð Þð Þ þ 6�. 1ð Þ
þ 2�q3 7þ 9100 1ð Þ þ 21000 1ð Þð Þ þ 18�q2 2�qð þ100 1ð ÞÞ þ 22�q�.0 1ð Þ�
þ6�q2 �q 3þ 100 1ð Þð Þ þ 3ð Þ.00 1ð Þ þ 4�q3.000 1ð ÞÞw0 n�x1 1ð Þð Þ
�4�q .0 1ð Þ þ 3.00 1ð Þ þ .000 1ð Þ½ ��q2 þ 3 .0 1ð Þ þ .00 1ð Þ½ ��q

þ2.0 1ð ÞÞw n�x1 1ð Þð Þg �x

n3 �q3. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ þ �q2 �qþ 6ð Þ þ 11�qþ 6
� �

.0 1ð Þ�
þ �q2 7�qþ 18ð Þ þ 11�q
� �

.00 1ð Þ þ 6�q2 �qþ 1ð Þ.000 1ð Þ þ �q3.iv 1ð Þ	 1
n4 �q3. 1ð Þ :

Now, we will prove well-known Korovkin type approximation
theorem for the introduced operators. Suppose UCB 0;1½ Þ is the
space of bounded and uniformly continuous functions on 0;1½ Þ.
Theorem 1. For a given continuous function f 2 UCB 0;1½ Þ;B�
n;�q

converges uniformly to f on 0;A½ �.
Proof. By considering the equality (13) given as in Lemma 2, we
deduce that

lim
n!1

B�
n;�q ti; �x

 � ¼ �xi; i ¼ 0;1;2: ð14Þ

On each subset of 0;1½ Þ which must be compact, this convergence
is satisfied uniformly. Applying Korovkin’s theorem (Altomare and
Campiti, 1994), we conclude to our desired result.
3. Weighted approximation properties of B�
n;�q operators

It was Gadzhiev who demonstrated weighted Korovkin-type
theorems (Gadjiev, 1974). Let B�x2 0;1½ Þ denote the set of all those
functions g which satisfy growth condition jg �xð Þj 6 Mg 1þ �x2


 �
,

defined on the positive real axis where Mg is a constant which
depends only on g. Let C�x2 0;1½ Þ be the subspace of all those func-
tions which are continuous and also belong to B�x2 0;1½ Þ. Also,
C�
�x2 0;1½ Þ be the subspace of C�x2 0;1½ Þ, for which the limit

lim�x!1 g �xð Þ=1þ �x2

 �

exists, g 2 C�x2 0;1½ Þ. It is clear that
C�
�x2 0;1½ Þ � C�x2 0;1½ Þ � B�x2 0;1½ Þ. C�

�x2 0;1½ Þ is equipped with

kgk�x2 ¼ sup
�x2 0;1½ Þ

jg �xð Þj
1þ �x2

:

Lemma 4. Let c �xð Þ ¼ 1þ �x2. For f 2 C�x2 0;1½ Þ,
kB�

n;�q c; �xð Þk�x2 6 M:
Proof. By Lemma 2, part (i) and (iii), we will have

B�
n;�q c; �xð Þ ¼ 1þ w00 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �x
2 þ 1

n
2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þ

. 1ð Þ þ 1
�q

� �
w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �x

þ 1
n2

1þ�qð Þ.0 1ð Þþ�q.00 1ð Þ
�q. 1ð Þ :

Then, we obtain
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kB�
n;�q c; �xð Þk�x2
¼ sup

�xP0

1
1þ�x2 1þ w00 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �x
2 þ 1

n
2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þ

. 1ð Þ þ 1
�q

h i
w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �x

�n
þ 1

n2
1þ�qð Þ.0 1ð Þþ�q.00 1ð Þ

�q. 1ð Þ

�o
6 1þ sup

�xP0

w00 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ þ 1

n
2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þ

. 1ð Þ þ 1
�q

� �
sup
�xP0

w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ

þ 1
n2

1þ�qð Þ.0 1ð Þþ�q.00 1ð Þ
�q. 1ð Þ :

Because limn!1 1
n ¼ 0 and using condition given in Eq. (13), there is

M > 0 such that

kB�
n;�q c; �xð Þk�x2 6 M:

It can be seen that B�
n;�q defined by Eq.(10) acts from C�x2 0;1½ Þ to

B�x2 0;1½ Þ by using Lemma 4.

Now we will give some theorems based on the weighted
approximation.

Theorem 2. Let B�
n;�q verifies the condition (13). Then for each

f 2 C�
�x2 0;1½ Þ,

lim
n!1

kB�
n;�q fð Þ � fk�x2 ¼ 0:
Proof. As in Gadzhiev (1975), it is enough to prove that

lim
n!1

kB�
n;�q tr ; �xð Þ � �xrk�x2 ¼ 0; r ¼ 0;1;2: ð15Þ

The first condition of Eq. (15) is verified for r ¼ 0 as B�
n;�q 1; �xð Þ ¼ 1.

Now, from Lemma 2 part (ii), we have

kB�
n;�q t; �xð Þ � �xk�x2 ¼ sup

�x2 0;1½ Þ

jB�n;�q t;�xð Þ��xj
1þ�x2

¼ j w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ � 1j sup

�x2 0;1½ Þ
�x

1þ�x2 þ j .0 1ð Þ
n. 1ð Þ j sup

�x2 0;1½ Þ
1

1þ�x2

6 j w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ � 1j þ 1

n j .
0 1ð Þ

n. 1ð Þ j

lim
n!1

kB�
n;�q t; �xð Þ � �xk�x2 ¼ 0;

concludes that the condition given in Eq. (15) holds for r ¼ 1. In the
same fashion, from Lemma 2 (iii), we have

kB�
n;�q t2; �x

 �� �x2k�x2
¼ sup

�x2 0;1½ Þ

jB�n;�q t2 ;�xð Þ��x2 j
1þ�x2

¼ j w00 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ � 2w0 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ þ 1j sup
�x2 0;1½ Þ

�x2
1þ�x2

þj 2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þð Þw0 n�x1 1ð Þð Þ
n. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ þ w0 n�x1 1ð Þð Þ

n�qw n�x1 1ð Þð Þ � 2.0 1ð Þ
n. 1ð Þ

� �
j sup
�x2 0;1½ Þ

�x
1þ�x2

þj .00 1ð Þþ.0 1ð Þ
n2. 1ð Þ þ .0 1ð Þ

n2 �q. 1ð Þ j sup
�x2 0;1½ Þ

1
1þ�x2

6 j w00 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ � 2w0 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ þ 1j
þj 2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þð Þw0 n�x1 1ð Þð Þ

n. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ þ w0 n�x1 1ð Þð Þ
n�qw n�x1 1ð Þð Þ � 2.0 1ð Þ

n. 1ð Þ

� �
j

þj .00 1ð Þþ.0 1ð Þ
n2. 1ð Þ þ .0 1ð Þ

n2 �q. 1ð Þ j;

which gives

lim
n!1

kB�
n;�q t2; �x

 �� �x2k�x2 ¼ 0;

So Eq. (15) holds for r ¼ 2.
For r = 0, 1, 2, we have

lim
n!1

kB�
n;�q tr ; �xð Þ � �xrk�x2 ¼ 0:
The proof completes here.
Theorem 3. Let a be a positive constant, B�
n;�q be the positive linear

operators sequence defined by Eq. (10). Then, we get

lim
n!1

sup
06�x<1

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj
1þ �x2ð Þ1þa

¼ 0;

f 2 C�
�x2 0;1½ Þ.
Proof. Let 0 6 �x0 < 1 be arbitrary but fixed. Then

sup
06�x<1

jB�n;�q f ;�xð Þ�f �xð Þj
1þ�x2ð Þ1þa

6 sup
�x6�x0

jB�n;�q f ;�xð Þ�f �xð Þj
1þ�x2ð Þ1þa þ sup

�x>�x0

jB�n;�q f ;�xð Þ�f �xð Þj
1þ�x2ð Þ1þa

6 kB�
n;�q fð Þ � fkC 0;�x0½ � þ kfk�x2 sup

�x>�x0

jB�n;�q 1þt2 ;�xð Þj
1þ�x2ð Þ1þa þ sup

�x>�x0

jf �xð Þj
1þ�x2ð Þ1þa :

ð16Þ

Since jf �xð Þj 6 kfk�x2 1þ �x2

 �

, we have sup�x>�x0
jf �xð Þj

1þ�x2ð Þ1þa 6
kf k�x2
1þ�x20ð Þa. For an

arbitrary e > 0, we can opt �x0 to be remarkably large that

kfk�x2
1þ �x20

 �a <

e
3
: ð17Þ

In the light of Theorem 1, we will get

kfk�x2 limn!1
jB�n;�q 1þt2 ;�xð Þj

1þ�x2ð Þ1þa ¼ 1þ�x2

1þ�x2ð Þ1þa kfk�x2

¼ kfk�x2
1þ�x2ð Þa

6 kfk�x2
1þ�x20ð Þa <

e
3 :

ð18Þ

It can be seen the first term of the inequality (16) brings that

kB�
n;�q fð Þ � fkC 0;�x0½ � <

e
3
; as n ! 1: ð19Þ

Combining (17) and (19), we get the desired result.

The modulus of continuity of h 2 UCB 0;1½ Þ is
x h; dð Þ ¼ max

jb�aj6d
jh bð Þ � h að Þj; a; b 2 0;1½ Þ:

It is well known that limd!0þx h; dð Þ ¼ 0 for any h 2 UCB 0;1½ Þ and

jh bð Þ � h að Þj 6 jb� aj
d

þ 1
� �

x h; dð Þ; d > 0: ð20Þ

Theorem 4. For f 2 UCB 0;1½ Þ
jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj 6 2x f ;

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
dn �xð Þ

p� �
;

�
where dn �xð Þ is as follows:

dn �xð Þ ¼ B�
n;�q t � �xð Þ2; �x
� �
¼ w00 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ � 2w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ þ 1

� �
�x2

þ 2.0 1ð Þþ. 1ð Þþ. 1ð Þ100 1ð Þð Þw0 n�x1 1ð Þð Þ
n. 1ð Þw n�x1 1ð Þð Þ þ w0 n�x1 1ð Þð Þ

n�qw n�x1 1ð Þð Þ � 2.0 1ð Þ
n. 1ð Þ

� �
�x

þ .00 1ð Þþ.0 1ð Þ
n2. 1ð Þ þ .0 1ð Þ

n2 �q. 1ð Þ :
Proof. Applying triangular inequality, we get
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jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj ¼ j

X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þ f tð Þ � f �xð Þð Þdtj

6
X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þjf tð Þ � f �xð Þjdt:

Now using inequality (20), Hölder’s inequality and Lemma 2, we get

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj ¼ x f ; dð Þ

X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þ jt��xj
d þ 1

� �
dt

6 x f ; dð Þ
X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þdt

þx f ;dð Þ
d

X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þjt � �xjdt

¼ x f ; dð Þ þ x f ;dð Þ
d

X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þ t � �xð Þ2dt
 !1

2

¼ x f ; dð Þ þ x f ;dð Þ
d B�

n;�q t � �xð Þ2; �x
� �� �1

2
:

Now choosing d ¼ dn �xð Þ, we have

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj 6 2x f ;

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
dn �xð Þ

p� �
:

�
Hence, the desired result is obtained.

Now, we will denote by
C2
B 0;1½ Þ ¼ h 2 CB 0;1½ Þ : h0

;h00 2 CB 0;1½ Þ� 	
. Let

K2 h; dð Þ ¼ inf
h12C2

B 0;1½ Þ
kh� h1k þ dkh00

1k
� 	

;

x2 h;
ffiffiffi
d

p� �
¼ sup

0<l6
ffiffi
d

p sup
�x;�xþl2 0;1½ Þ

jh �xþ 2lð Þ � 2h �xþ lð Þ þ h �xð Þj

denote the classical Peetre’s K-functional and the second modulus
of smoothness of h 2 CB 0;1½ Þ, where d > 0 and
h;h1;h

0
1;h

00
1 2 C2

B 0;1½ Þ. By Theorem 2.4 of Devore and Lorentz
(1993),

K2 h; dð Þ 6 Cx2 h;
ffiffiffi
d

p� �
; C > 0: ð21Þ

Theorem 5. Suppose f 2 UCB 0;1½ Þ. Then for every non-negative �x,
there exists C > 0 such that

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj 6 Cx2 f ; dn �xð Þð Þ þx f ;an �xð Þð Þ;

where

dn �xð Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
B�
n;�q t � �xð Þ2; �x
� �

þ an �xð Þð Þ2
r

; an �xð Þ

¼ w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ � 1

� �
�xþ .0 1ð Þ

n. 1ð Þ :
Proof. For 0 6 �x < 1, we define

bB�
n;�q f ; �xð Þ ¼ B�

n;�q f ; �xð Þ þ f �xð Þ � f
w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �xþ

.0 1ð Þ
n. 1ð Þ

� �
:

From Lemma 2 part (i) & (ii) and Lemma 3 part (i), we havebB�
n;�q 1; �xð Þ ¼ B�

n;�q 1; �xð Þ þ 1� 1 ¼ 1bB�
n;�q t; �xð Þ ¼ B�

n;�q t; �xð Þ þ �x� w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ

n. 1ð Þ

� �
¼ �xbB�

n;�q t � �xð Þ; �xð Þ ¼ bB�
n;�q t; �xð Þ � �x bB�

n;�q 1; �xð Þ ¼ 0:

Let 0 6 �x < 1and r 2 C2
B 0;1½ Þ. Using Taylor’s formula
r tð Þ ¼ r �xð Þ þ r0 �xð Þ t � �xð Þ þ
Z t

�x
t � uð Þr00 uð Þdu:

Applying bB�
n;�q, we get

bB�
n;�q r; �xð Þ � r �xð Þ ¼ r0 �xð Þ bB�

n;�q t � �xð Þ; �xð Þ þ bB�
n;�q

R t
�x t � uð Þr00 uð Þdu; �x

� �
¼ B�

n;�q

R t
�x t � uð Þr00 uð Þdu; �x

� �
� R w0 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �xþ
.0 1ð Þ
n. 1ð Þ

�x
w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ

n. 1ð Þ � u
� �

r00 uð Þdu:

Since

j R t
�x t � uð Þr00 uð Þduj 6 R t

�x jt � ujjr00 uð Þjdu
6 kr00kj R t

�x jt � ujduj 6 t � �xð Þ2kr00k
and

j R w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ�xþ

.0 1ð Þ
n. 1ð Þ

�x
w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ

n. 1ð Þ � u
� �

r00 uð Þduj

6 w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ

n. 1ð Þ � �x
� �2

kr00k;

we conclude that

j bB�
n;�q r; �xð Þ � r �xð Þj 6 kB�

n;�q

R t
�x t � uð Þr00 uð Þdu; �x

� �
� R w0 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �xþ
.0 1ð Þ
n. 1ð Þ

�x
w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ

n. 1ð Þ � u
� �

r00 uð Þduk

6 kr00kB�
n;�q t � �xð Þ2; �x
� �

þ kr00k w0 n�x1 1ð Þð Þ
w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ

n. 1ð Þ � �x
� �2

¼ kr00kd2n �xð Þ:

From Lemma 2 (i), we have

j bB�
n;�q f ; �xð Þj 6 jB�

n;�q f ; �xð Þj þ 2kfk 6 3kfk;
i.e.

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj 6 j bB�

n;�q f � r; �xð Þ � f � rð Þ �xð Þj
þjf w0 n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ �xþ .0 1ð Þ
n. 1ð Þ

� �
� f �xð Þj þ j bB�

n;�q r; �xð Þ � r �xð Þj
6 4kf � rk þx f ;an �xð Þð Þ þ d2n �xð Þkr00k:

Hence,

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj 6 4K2 f ; d2n �xð Þ
 �þx f ;an �xð Þð Þ:

So that

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj 6 Cx2 f ; dn �xð Þð Þ þx f ;an �xð Þð Þ:
4. Voronovskaja type theorem

In order to study the Voronovskaja type theorem for
Jakimovski-Leviatan-Pa�lta�nea operators including BB-
Polynomials, we consider the following assumptions on the ana-
lytic functions .;w and 1:

lim
n!1

n
w0 n�x1 1ð Þð Þ � w n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ
 �

¼ r1 �xð Þ ð22Þ

lim
n!1

n
w00 n�x1 1ð Þð Þ � 2w0 n�x1 1ð Þð Þ þ w n�x1 1ð Þð Þ

w n�x1 1ð Þð Þ
 �

¼ r2 �xð Þ: ð23Þ

Using the assumptions (22), (23) and Lemma 3 the following result
can be obtained.

Lemma 5. For B�
n;�q operators, we have

lim
n!1

nB�
n;�q t� �xð Þ; �xð Þ ¼ �xr1 �xð Þ þ .0 �xð Þ

. 1ð Þ ;

lim
n!1

nB�
n;�q t� �xð Þ2; �x
� �

¼ �x2r2 �xð Þ þ �x 1þ 1
�qþ 100 1ð Þ

� �
:
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Theorem 6. Let f 2 C�x2 0;1½ Þ such that f 0; f 00 2 C�x2 0;1½ Þ. Then

lim
n!1

n B�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þ

� �
¼ �xr1 �xð Þ þ .0 �xð Þ

. 1ð Þ

� �
f 0 �xð Þ þ �x2r2 �xð Þ þ �x 1þ 1

�qþ 100 1ð Þ
� �� �

f 00 �xð Þ
2 ;

uniformly for �x 2 0;A½ �.
Proof. Suppose f ; f 0; f 00 2 C�x2 0;1½ Þ and 0 6 �x < 1 be fixed. We can
write by Taylor’s formula that

f tð Þ ¼ f �xð Þ þ t� �xð Þf 0 �xð Þ þ t� �xð Þ2
2!

f 00 �xð Þ þ r t; �xð Þ t� �xð Þ2;

where r t; �xð Þ denotes the Peano’s form of the remainder,
r t; �xð Þ 2 CB 0;1½ Þ, and limt!�xr t; �xð Þ ¼ 0. Applying B�

n;�q, we will have

n B�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þ

h i
¼ nf 0 �xð ÞB�

n;�q t� �x; �xð Þ þ nf 00 �xð Þ
2! B�

n;�q t� �xð Þ2; �x
� �

þnB�
n;�q r t; �xð Þ t� �xð Þ2; �x
� �

:

Therefore,

lim
n!1

n B�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þ

h i
¼ f 0 �xð Þlim

n!1
nB�

n;�q t� �x; �xð Þ þ f 00 �xð Þ
2! lim

n!1
nB�

n;�q t� �xð Þ2; �x
� �

þlim
n!1

nB�
n;�q r t; �xð Þ t� �xð Þ2; �x
� �

¼ �xr1 �xð Þ þ .0 �xð Þ
. 1ð Þ

� �
f 0 �xð Þ þ �x2r2 �xð Þ þ �x 1þ 1

�qþ 100 1ð Þ
� �� �

f 00 �xð Þ
2

þlim
n!1

nB�
n;�q r t; �xð Þ t� �xð Þ2; �x
� �

¼ �xr1 �xð Þ þ .0 �xð Þ
. 1ð Þ

� �
f 0 �xð Þ þ �x2r2 �xð Þ þ �x 1þ 1

�qþ 100 1ð Þ
� �� �

f 00 �xð Þ
2 þ E:

With the help of Cauchy–Schwarz inequality, we have

jEj 6 lim
n!1

nB�
n;�q r2 t; �xð Þ; �x
 �1

2B�
n;�q t� �xð Þ4; �x
� �1

2
: ð24Þ

Observe that r2 �x; �xð Þ ¼ 0 and r2 �; �xð Þ 2 UCB 0;1½ Þ. Then, from
Theorem 1

lim
n!1

B�
n;�q r2 t; �xð Þ; �x
 � ¼ r2 �x; �xð Þ ¼ 0; ð25Þ

uniformly for �x 2 0;A½ �. And from Lemma 3, we can see that

B�
n;�q t� �xð Þ4; �x
� �1

2 ¼ O
1
n2

� �
;

which gives

lim
n!1

n:B�
n;�q t� �xð Þ4; �x
� �1

2 ¼ 0: ð26Þ

Hence, from Eq.(25) and (26), we have E ¼ 0. Thus,

lim
n!1

n B�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þ

h i
¼ �xr1 �xð Þ þ .0 �xð Þ

. 1ð Þ

� �
f 0 �xð Þ þ �x2r2 �xð Þ þ �x 1þ 1

�qþ 100 1ð Þ
� �� �

f 00 �xð Þ
2 ;

which completes the proof.
5. Rate of convergence

Let f 2 CB 0;1½ Þ; 0 < c 6 1, and M > 0. We say that a function
f 2 LipM cð Þ if
jf tð Þ � f �xð Þj 6 Mjt� �xjc t; �x 2 0;1½ Þ
is satisfied.
Theorem 7. For f 2 LipM cð Þ, we have

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj 6 M dn �xð Þð Þc2

where

dn �xð Þ ¼ B�
n;�q t � �xð Þ2; �x
� �

:

Proof. For f 2 LipM cð Þ,

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj ¼ j

X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þf tð Þ f tð Þ � f �xð Þð Þjdt

6
X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þf tð Þjf tð Þ � f �xð Þjdt

6 M
X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þf tð Þjt � �xjcdt:

By Hölder’s inequality with the values p ¼ 2
c and q ¼ 2

2�c, we get fol-

lowing inequality,

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj

6 M
X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þf tð Þ t � �xð Þ2dt
 !c

2 X1
j¼0

Ln;k �xð Þ R1
0 Q �q

n;k tð Þf tð Þdt
 !2�c

2

:

From Lemma 2 we get

¼ M B�
n;�q t � �xð Þ2; �x
� �� �c

2
B�
n;�q 1; �xð Þ

� �2�c
2

¼ M B�
n;�q t � �xð Þ2; �x
� �� �c

2
:

Choosing d : dn �xð Þ ¼ B�
n;�q t � �xð Þ2; �x
� �

, we obtain

jB�
n;�q f ; �xð Þ � f �xð Þj 6 M dn �xð Þð Þc2:
6. Conclusions and further remarks

Here, a sequence of Jakimovski-Leviatan-Păltănea operators is
constructed involving Boas-Buck-type polynomials (BB-
polynomials). We have developed some approximation properties
of this operator and investigated versatile Korovkin-type property
and also obtained the rate of convergence. Moreover, some approx-
imation results are given in the weighted spaces. Furthermore, a
Voronovskaja type theorem is also proved as well as approxima-
tion result when functions belong to the Lipschitzian class.

We tried to construct positive linear operators with the help of a
function to approximate that function which is difficult to be stud-
ied. In this regard, we introduced a very novel operator not studied
to date which improves and generalizes an existing operator, like
BB-polynomials (Büyükyazıcı et al., 2014) and JLP operators
(Sucu et al., 2012) which are already studied. We tried to introduce
to a new JLP operator involving BB-polynomials and this operator
is a more generalized form of the previous. All the necessary calcu-
lations and results are given which will be helpful for those who
are going to study different variations and generalizations of JLP
operators involving BB-polynomials. There is further scope that
these operators can be extended to q and p; qð Þ-analogues which
will be more general in nature and in particular, the q-analogue
gives better rate of approximation.
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Leviatan-Păltănea operators involving Sheffer polynomials, Rev. R. Acad. Cienc.
Exactas Fis. Nat., Ser. A Mat., RACSAM. 113 (2), 1251–1265..

Mursaleen, M., Rahman, S., Ansari, K.J., 2018. Approximation by generalized Stancu
type integral operators involving Sheffer polynomials. Carpathian J. Math. 34
(2), 215–228.

Mursaleen, M., Rahman, S., Ansari, K.J., 2019. Approximation by Jakimovski-
Leviatan-Stancu-Durrmeyer type operators. Filomat. 33 (6), 1517–1530.

Mursaleen, M., Rahman, S., Ansari, K.J., 2019. On the approximation by Bézier-Pălta
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operators. Ann. Univ. Ferrara 61, 367–380.

http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0005
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0005
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0010
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0010
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0020
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0020
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0020
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0020
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0025
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0025
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0025
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0035
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0050
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0050
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0055
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0055
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0060
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0060
https://doi.org/10.3390/math8071164
https://doi.org/10.3390/math8071164
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0070
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0070
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0075
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0075
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0085
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0085
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0085
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0090
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0090
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0095
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0095
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0095
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0100
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0100
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0105
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0105
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0110
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0110
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0120
http://refhub.elsevier.com/S1018-3647(20)30236-6/h0120

	On Jakimovski-Leviatan-Păltănea approximating operators involving Boas-Buck-type polynomials
	1 Introduction and preliminaries
	2 Construction of operators and auxiliary results
	3 Weighted approximation properties of [$] {B}_{n, \bar{\rho}}^{\ast}[$] operators
	4 Voronovskaja type theorem
	5 Rate of convergence
	6 Conclusions and further remarks
	Declaration of Competing Interest
	Acknowledgments
	References


